Lista 4 - Relatividade Geral

Ricardo Antonio Mosna, setembro de 2023

Notagao: nesta lista usaremos a convengao do Wald para os simbolos de Christoffel e curvatura,
isto &, I'°,, = %ng (Oagbk + ObGak — Okgap) € (VaVp — V) we = Rabcdwd' Ainda, R, = Rabcb e
R =R,

1. Considere um tensor A;jz;, em um espagco vetorial V' de dimensao n, com as seguintes simetrias:
(1) Aijrr = —Ajira,
(i) Aijr = —Aijk,
(iii) Aijrr + Ajkit + Akiji = 0.

(a) Mostre que Ajji = Apij.

(b) Mostre que se Aijklxiijkyl = ( para todos os vetores z*, y* de V, entdo Aijr = 0.

(c) Mostre que o conjunto dos tensores que satisfazem as propriedades (i), (ii) e (iii) é um
espaco vetorial de dimensao %

(d) Mostre que dado um tensor simétrico B;j, o tensor Cjji = BiBji — By Bji tem as

mesmas simetrias que A;jx;.
(e) Se gi; € uma métrica em V e n = 2, entdo A;jp = K(9ikgji — gigjk) para algum K € R.

(f) Como aplicagao do item anterior, considere agora uma variedade (pseudo-)riemanniana
M de dimensao 2, com métrica g;; e conexao de Levi-Civita. Mostre que o tensor de
curvatura de M ¢ entao dado por Rk = %(gikgjl — gilgjk), onde R é o escalar de

curvaturaE

2. Faz diferenca se substituirmos a derivada covariante pela derivada simples nas defini¢oes dos

tensores Agp € Cyupe abaixo?

(a) Ay = VoV = V4V,
(b) Cape := VaBpe + VpBea + VeBap, onde By é tensor antissimétrico.

3. Mostre as seguintes identidades relacionadas as derivadas do tensor de Riemann Rabcd:

(a) VoRy.,*+WR,, 5+ VeR,,,° (identidade de Bianchi);

1Como a curvatura escalar em duas dimensées é dada por 2K, onde K é a curvatura gaussiana, temos equivalen-

temente Rijri = K(ging;i — girgjk)-



(b) VR, =LiV,R.
4. Suponha que &% é um vetor de Killing em uma variedade M.

(a) Mostre que V,V & = _Rbcad€d3
(b) Mostre que £V, R = 0.

(c) Mostre que os valores de £* e V,&, em um dado ponto p € M determinam £* em toda a
variedade M. Dica: as EDPs do item (a) sdo equivalentes ao sistema de EDPs dado por
Vis€e = Lpe, Valpe = —Rbcadﬁd, que por sua vez é equivalente a termos vab§C = 'Ly,
v¥VaLpe = —vaRbcadﬁd para todo v*. Mas isso define um sistema de EDOs ja que v*V,

pode ser pensado como o operador D/dt ao longo de uma curva com vetor tangente v®.

(d) Mostre que o nimero méaximo de vetores de Killing em uma variedade de dimensao n é

dado por n(n +1)/2.
5. Liste todos os vetores de Killing do espago de Minkowski.
6. Na lista 3 encontramos uma parametrizagio r(f, ¢) para o toro como subvariedade de R3.

(a) Calcule a curvatura escalar R para este caso e pinte o toro de cor vermelha na regiao

onde R > 0 e azul na regiao onde R < 0.

(b) Foi mostrado na lista 3 que as curvas correspondentes a ¢ = ¢y da parametrizagao r(6, ¢)
sao geodésicas. Tome duas dessas curvas, com valores de ¢g préoximos entre si, e calcule
a aceleracao relativa entre elas no espaco ambiente R3. Compare seu resultado com a

equacao do desvio geodésico.

(c¢) Encontre todos os vetores de Killing deste toro. Dica: pode ser interessante comegar sua

busca descartando todos os vetores £% que nao satisfazem o item 2 do exercicio 4.

7. Considere uma conex@o arbitraria em uma variedade M (ndo necessariamente a de Levi-

ivita). Definimos em aula os tensores de curvatura e torcao via suas componentes
Civita). Defi la os t d tura R,z % et .5 t

o
em uma base coordenada: V,Vjs — V5V, V° = —Ram‘sﬁ;‘j e TA’aﬂ = I‘VCM — Iﬂﬁa. Mostre que
os operadores associados agindo em campos de vetores, R(X,Y)Z = Raﬁ,y‘on‘Yf32735 e
T(X,Y) =T ,X*Y’d,, sdo entdo dados por R(X,Y)Z = VxVyZ — VWwVxZ — Vixy)Z e
T(X,Y)=VxY -WX - [X,Y].

8. Mostre que o tensor de curvatura da conexado de Levi-Civita de uma variedade (pesudo)-

1

riemanniana M ¢é nulo se, e somente se, existem coordenadas z*,...,z" em M em que a

métrica de M é dada por ds? = —(dz')? —--- — (dz)? + (dz¥*1)2 4. .. + (dz™)2. Dica: tome



10.

uma base ortonormal de T,M em um ponto fixado p € M e estenda tais vetores a campos
vetoriais por transporte paralelo (o que nao deve depender do caminho se a curvatura ¢é nula).
Com isso, esses campos vetoriais tém derivadas covariantes nulas em todas as dire¢oes. Como
a tor¢ao é nula, isso significa que tais vetores comutam entre si. O exercicio 7 da lista 3 pode

entao ser usado para construir as coordenadas desejadas.

. Considere um espago-tempo com métrica

ds* = —f(r)dt* + h(r)dr? + r2d6? 4 r? sen®(0)d¢>.

Encontre as equagoes das geodésicas e mostre que os coeficientes de conexao nao triviais neste

caso sao dados por:

[ = f'/2f, Iy = f'/2h, L, = I'/2h,
F122 = 7r/h, F133 = *('I" Sil’l2 0)/}1/7 F212 = ]_/T7
[?%,, = —senfcosf, T3 ,=1/r, I3, = cot 0,

onde 20 =t, 2l =r, 22 =0 e 2® = ¢.

Calcule todos as componentes nao triviais do tensor de Riemann para o espaco-tempo do

exemplo anterior. Mostre que as componentes nao triviais do tensor de Ricci sao dadas por:

o f// f/ f/ h/ f/
Roo—ﬁ—ﬁ<*+ﬁ>+m



